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v’ Especificacion de alto nivel / binaria.

v" Codificacion.

v Funciones de conmutacion. Tablas de verdad.
v Expresiones de conmutacion.

v" Algebra de Boole. Transformaciones algebraicas.
v Forma candnica. Suma de productos.
v Mapas de Karnaugh. Simplificacion.

Transparencias basadas en los libros:
* R. Hermida, F. Sanchez y E. del Corral. Fundamentos de computadores.
* D. Gajsky. Principios de disefo digital.




Sistemas combinacionales

" La salida en cada instante depende exclusivamente del
valor de la entrada en ese instante.

version 12/09/14

O En todo momento, a misma entrada, misma salida.

X(t) > F > 2(t)

z(t) = F( x(t) ), con x(t)eE, z(t)eS

" Para especificar su comportamiento deberan definirse:
O Los conjuntos discretos de valores de entrada/salida: E, S
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O La funcion F:E— S

E



Sistemas combinacionales
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X(t) g F > Z(t)

x(t) e E={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)}
z2(t) € $={0,1,2}
F:E— S/ z(t) = f( x(t) ) = x(t) mod 3

Simulacion de su comportamiento:

x(t)] 0 |1 |5]|1]1]2]|8|1]|9]|0
zt) | 0|1 |2]1|12]2|2|1]0]0
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> tiempo

E



Especificacion de alto nivel

" Especificacion del dominio:
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O Conjunto discreto de valores que puede tomar la entrada.

" Especificacion del codominio:
O Conjunto discreto de valores que puede tomar la salida.

® Funcion de entrada/salida:

O Definicion del comportamiento del sistema: qué valor
toma la salida para cada posible valor de la entrada

O Mediante tabla, expresion aritmética, condicional, logica...
0 una composicion de todas ellas.
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tema 2:

Sin embargo, la informacion debe estar codificada en binario
para que sea implementable en un sistema digital
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Especificacidon binaria

® | 3 entrada es un vector de n bits

0 x €1{0,1}"esdecir, x = (x, ;... Xy) con x. € {0, 1}

® | 3 salida es un vector de m bits

0ze{0,1}mesdecir,z=(z, ... 25) con z, € {0, 1}

® Funcion de entrada/salida

O m funciones de conmutacion de n variables definiendo
cada una el comportamiento de un bit de |a salida

OF={f:{0,1}">{0,1}/z =f(x),con0<i<m-1}

X(t) /r: > = A—> Z(t)

o m




Descripcién binaria

" Proceso de obtener una especificacion binaria partiendo de
una especificacion de alto nivel:
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1. Codificar el dominio (elegir una representacién binaria de cada elemento).
2. Codificar el codominio.
3. Traducir la funcion de E/S.

" Para una misma especificacion de alto nivel existen infinidad
de especificaciones binarias validas.

O Cada una con distinta codificacion del dominio/codominio

" |la cardinalidad del dominio/codomino determina la longitud
minima del vector de bits x / z

O Para que todos los puntos del dominio/codominio puedan estar
representados por una cadena de bits distinta:

» n2log,( |E|)ymzlog,(IS|) [ logy(x) = In(x) /In(2) ]
e casi siempre quedaran codificaciones sin usar
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Descripcidn binaria

" Codificacion domino: BCD (4 bits) — usando solo 10 cadigos
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" Codificacion codominio: one-hot (3 bits)
o {0—(001),1— (010), 2 > (100) }
® Traduccion de la funcion de E/S

o F={ (0000)— (001), (0001) — (010), (0010) —> (100),
(0011) — (001), (0100) — (010), (0101) — (100),
(0110) — (001), (0111) — (010), (1000) — (100),
(1001) — (001) }

Simulacion de su comportamiento:

x(t) | 0000 | 0001 | 0101 | 0001 | 0001 | 0010 | 1000 | 0001 | 1001 | 0000
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tema 2:

z(t) | 001 | 010 | 100 | 010 | 010 | 100 | 100 | 010 | 001 | 001

> tiempo




Funciones de conmutacién (FC)

" Una funcién de conmutacion de n variables es una aplicacion
f:{0,1}"—>{0,1}

" Cuando es total (todo punto del dominio esta asociado a uno
del codominio) se dice que esta completamente especificada
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| $o x4 %)
0

" Se suele definir mediante una J o B
tabla de verdad que indica el 0
valor que toma la funcién en
cada punto del dominio.
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Funciones de conmutaciéon (FC)

® E|l ndmero de funciones de conmutacion distintas

. . . n
de n variables es finito: 24
O Para 2 variables existen Unicamente 16 distintas

<
o
~~
o)
(=]
~
N
—
c
9
7
S
[}
>

§ X, Xo|fo Ty T f3 1, f5 Mg T, fg fg f19 f1y f1p T3 14 T1g
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Funciones de conmutacién (FC)

" A veces las funciones de conmutacion son parciales (no estan
definidas para ciertos puntos del dominio).
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O Tipicamente porgue existen cddigos que no representan ningun valor
de alto nivel.

" Una funcion de conmutacion incompletamente especificada
de n variables es una aplicacion:

f:{0,1}>1{0,1,-}

O Donde '-' (don’t care) denota indiferencia: da igual que la funcion
valga 0 6 1 en aquellos puntos del dominio asociados a este valor.
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.y 9}

{0,
la codificacion es BCD

E
nunca apareceran estos
codigos

Funciones de conmutacion (FC)
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Expresiones de conmutacién (EC)

" Forma alternativa de definir FC completamente especificadas
0 Compacta, manipulable y directamente sintetizable.

" Alfabeto: {x,0,1,+,-,—,(,)}
O Variables légicas: x. (puede usarte cualquier letra con o sin subindice)

O Constantes: 0, 1
O Operadores: +, -, —
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O Simbolos auxiliares: (, )

" Reglas de generacion:
Toda variable légica es una EC valida.

Ovy 1 son EC validas.

Si A es una EC valida, A también lo es.
Si Ay B son EC valida, (A), A+B y A-B también lo son.
Solo son EC validas las generadas usando las reglas 1 a 4.
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Expresiones de conmutacion (EC)

" Semantica: el dlgebra de conmutacion { {0,1}, and, or, not)
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operador and operador or operador not
O O 0 O O 0 0 1

0 1 0 0O 1 1 1 0

1 0 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1

" Valor de una EC, E, para una asignacion, a: v( E, a)

O Resultado de sustituir las variables de E por los valores indicados en a
y realizar las operaciones de acuerdo con el algebra de conmutacion.

V(X + %, X, + XXy, (0,1,0)) =0+0-1+1.0=0+1-1+1.0=1
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Expresiones de conmutacion (EC)

" Para una expresion de conmutacion dada, el conjunto de
todos los pares

f={(a,v(E,a))/ae{01}"}
es una funcion de conmutacion.
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" En ese caso diremos que E representa a f

" Dos EC son equivalentes si representan a la misma funcion
de conmutacion.
0 Toda FC tiene infinitas EC equivalentes que la representan.

O Habra unas mas convenientes que otras, en particular las mas
simples.
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Expresiones de conmutacion (EC)

x_1+x1'x0 _ _

J X; X I f(x,, %)

V(X7 + %1%, (0,00)=0+0:0=1  [olo ol 1
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V(xg +x;-%0,(0,1))=0+0-1=1 110 1 1
V(X7 +x1 %0, (1,0))= 1+1-0=0 21 o] o
S V(XL + 2%, (1,1))=1+1-1=1 31 1| 1
g SON EQUIVALENTES
2 S ol ¢ , ,
: _ L 1 x| Flx %)
3 V(x; +x,(0,0))=0+0=1 I ;
:g V(x_1+x01(011)): 6+1:1 1 0 1 1
3 V(% + %, (1,0))= T4+0=0 21 ol o
: V(X1 +x,(L1))=1+1=1 31 1] 1
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Expresiones de conmutacién (EC)

" El| algebra de conmutacion es un algebra de Boole por lo que
dadas 2 EC, Ay B, se cumplen las siguientes propiedades:

Propiedad Version “+” Version “”
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» Conmutativa A+B=B+A A-B=B-A
s Distributiva A+(B-C)=(A+B)-(A+C) A-(B+C)=(A-B)+(A-C)
E Elemento neutro 0O+A=A 1-A=A
§ Elem. complementario A+A=1 A-A=0
§ Idempotencia A+A=A A-A=A
E Asociativa A+ (B+C)=(A+B)+C A-(B-C)=(A-B)-C
:g Elemento dominante 1+A=1 0-A=0
g § Involucidn A=A
e Absorcion A+(A-B)=A A-(A+B)=A
Leyes de Morgan A+B=A-B A-B=A+B
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Expresiones de conmutacion (EC)

" Las anteriores propiedades permiten transformar
algebraicamente una EC en otra/s equivalente/s.

X2 " X1 + Xo " x_1 + X9 " xo distributiva
=X, (X1 +X7) + x, " X, elem. complementario
= Xy* 1+ X2 * Xo distributiva
= Xo° elem. dominante
X9 1+ X0 [ d t
= X" 1 elem. neutro



Otras operaciones logicas

" Ademas de los operadores primitivos del algebra de
conmutacion es muy comun referirse a otros operadores
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derivados:

W operadornand  operador nor operador xor operador nxor
g TN — Wl X|Y _ X |y e
5 (x -y) (x+y) X y+Xx-y X-y+x-y
3 0o 1 00 1 0 0 0 0 0 1

S

l 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0

Bl 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0

) 1 1 0 1 1 0 1 1 0 11 1

tema 2:

" Todos ellos son conmutativos.
" NAND y NOR no son asociativos. XOR y NXOR si lo son.




EC vs. lenguaje natural

" En muchos casos es posible obtener directamente una EC
desde un enunciado en lenguaje natural
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La barrera debe abrirse si es de dia y hay un coche
esperando o si el vigilante presiona un pulsador

(I = M (al motor) - €—— L (sensor de luz)
<€ Slst_ema €—— P (sensor de presencia)
dlgltal € A (pulsador de apertura)

0 Codificando los sucesos en "logica directa”
e =1 <> Se detecta luz (es de dia)
* P=1 < Se detecta coche
e A=1 < Se ha presionado el pulsador
* M=1 < Se activa el motor que abre la barrera
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O La formulacion del enunciado queda:

M={1 5|L=1yP=1oA.=1 o M=LP+A
0O en caso contrario
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Recapitulacion

" Hasta el momento tenemos:
0 Dada una FC, existen infinidad de EC que |a representan.
O Dada una FC, no sabemos como obtener una EC que la represente.

O Dada una EC, es tedioso obtener la tabla de verdad de la FC que
representa.

O Dada una EC, es complejo obtener una EC simplificada equivalente.

" La definicion de una forma canonica permitira:
O Que toda FC tenga asociada una unica EC normalizada.
O Que ésta pueda obtenerse facilmente a partir de una tabla de verdad.

O Que el mecanismo de obtencion de la tabla de verdad de |la FC que
representa una cierta EC sea mas simple.

O Abrir las puertas a un mecanismo de simplificacion de EC.
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Suma de productos candnica

Literal: EC compuesta por una unica variable natural o
complementada.

X0 X1
Téermino producto: EC compuesta unicamente por un
producto de literales.

xl'xo x_l'xo'xl'xz
Mintérmino de n variables: termino producto de n literales,
en donde cada variable aparece una y solo una vez.

x_1 ) xO E ) x1 ) xO
Suma de productos: EC compuesta unicamente por sumas
de términos producto.

xlx_o xzx_1+ xe_lx_O



Suma de productos candnica

" Notacion: Un mintérmino de n variables se representara por m. o
m(i), siendo i el nUmero cuya representacion binaria se obtiene
sustituyendo en el mintérmino ordenado (variables de mayor a menor
peso):

version 12/09/14

O Cada variable complementada por un 0.
0 Cada variable sin complementar porun 1

e(Xg;Xz;XpXo):x_B'xz'x_l'xO = mg =m(5)
(0 1 0 1), = 5p

e( X3, Xy Xy, Xg ) = X3 * X2" X1" X
(0 1 1 1), = 7y

m, =m(7)
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Suma de productos candnica

" Propiedad: El valor de un mintérmino para una asignacion dada es:

v(mi,§)=‘[ Lsii=(ah,
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O en otro caso

O es decir, el mintérmino m, representa a una FC que vale 0 en todos
sus puntos del dominio excepto en el i, en donde vale 1.

e(Xy,Xg) = X1 " Xg =My * f

£

g X, X, | f(x,, x

W(F %0, (0,0)) = 0-0=0 St

:g V(x_lle!(O11)):6'1:1 110 1 1
1. V(% x0, (1,0)) = 1-0=0 2|1 o o
s & V(X7 %, (1,1))= 1-1=0 311 1 0




Suma de productos candnica

" Suma de productos canonica (SPC): EC compuesta
unicamente por sumas de mintérminos en la que no hay
mintérminos repetidos.

version 12/09/14

e( Xy X1, Xg) =X X1 " Xg +Xg X1 "X+ X3 " X1 " Xg
=m, + m; +m; =)m(7,3,1)

Propiedad: Toda SPC representa a una FC que vale 1 en cada uno de
los puntos del dominio asociados a cada uno de los mintérminos que
forman la SPCy 0 en el resto.

O Y viceversa, toda FC de n variables puede representarse como una SPC

compuesta por la suma de todos los mintérminos de n variables asociados
a cada uno de los puntos del dominio para los cuales la FC vale 1.
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O Adema3s, toda FC, tiene una y solo una representacion como SPC (por eso
se llama candnica).
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Suma de productos candnica

®" Notacion: La comodidad de la notacidn compacta de una SPC como
sumatorio de mintérminos suele usarse para describir FC
incompletamente especificadas.
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, J X, X; o Xo | f(%yXq,%)
$ Téngase en cuenta que es un abuso
8 de notacion, ya que las EC solo vt u0 !
£ pueden representar FC 110 0 1 1
S completamente especificadas. 2|0 1 0 0
3
5 3]0 1 1 1
g al1 0 o 0
=ym(7,3,1)+¥dG6) [°] 1t ° ! '
& & e(XZ'Xl'XO)_Zm('!)-I_Z (')
23 6]1 1 O -
g8
711 1 1 1




Conversion de una EC a su SPC

" Dos EC son equivalentes si representan a la misma FC.

O Dado que toda FC tiene una unica SPC que la representa: dos EC
son equivalentes si ambas son equivalentes a una misma SPC.
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" Meétodo 1:

O Evaluando la EC punto a punto hasta obtener la tabla de verdad de
la FC que representa.

" Meétodo 2:

O Trasformando la EC en una suma de productos:
e Aplicando ley de Morgan
* Aplicando la distributividad del producto
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O Multiplicando cada término producto que no contenga una cierta
variable x; por (x; + x;) = 1y aplicando distributividad.

O Eliminando los mintérminos repetidos.




Conversion de una EC a su SPC

e( Xy X1, Xg ) = X2(x1%0) + X1Xg

J Xy X1 Xy Iﬂlm Ixzm I x2(X1%p) + X1Xg
0
1
2
3
4
5
6
7

version 12/09/14

0O O 1 0 0

0
0
0
0
1
1
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1

R O O O »r O O O

~ B, O O B kR, O
, O kr O Fr O B,
O R R R O R K
S + - »r O O O
R R R R =L O O

> m(3,4,5,6,7)
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Conversion de una EC a su SPC

version 12/09/14

X9 (xle) + X1 X0 /ey de Morgan
= X, (X7 +Xg ) + x1Xg distributiva
= XoX1 + XX + X1Xg elem. neutro e idempotencia

= X2X1 (X0 + Xg ) + x2(x1 + %1 )Xo +

+(xy + X, )X1Xo distributiva

XoX1Xg + X2X1 Xg + XpX1Xg + X2X1 X9

+X5X1X9 + X7 X1Xg
= ms +m, +mg -I-)% +m, +m; eliminacion de repetidos
=) m(3,4,5,6,7)
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Mapas de Karnaugh

" Mapa de Karnaugh: tabla de verdad de doble entrada que
permite obtener de manera grafica una EC minima en
forma de suma de productos que la represente.

0 EC minima que tenga el menor numero de términos producto y
éstos el menor numero de literales.
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" Un mapa de Karnaugh de n variables tiene las siguientes
propiedades:

0 Como la tabla de verdad que es, tiene 2" casillas cada una de ellas
asociada a un mintérmino.

O Los mintérminos asociados a casillas adyacentes solo se
diferencian en la polaridad de una de las variables.
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* Dos mintérminos adyacentes pueden representarse por un término
producto en donde no aparece la variable con diferente polaridad.
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Mapas de Karnaugh

X0 o 1 01 11 10
Xl 0
0 ©0)| (1)
2
1 (10)
X0 X0 y
1

2 variables

3 variables



Mapas de Karnaugh

% X1X0
xax,\_ 00 01 11 10
0 1 3 2
00
s 4| 5| 7] 6
S X
01 i
£
: 12| 13| 15| 14
3 X3
3 11
: 8| o 1| 10
g 10
o 4 variables Xo

E
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Mapas de Karnaugh

" Para obtener el mapa de Karnaugh de una SPC basta con
marcar los mintérminos que la forman.
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My = X2X1Xp M3 = X5 X1 XQ
X1X0
. N\ 00/ 01 11/ 10
: T 7 I
8 0
g 01 X X
§ f(X21X11X0) = Zm(0,3,7) A 5 7 6
E m-; = X2 X1Xp XO y
] 1
g " m;y m, son adyacentes luego:
C My + M, =XX1Xg + X2X1X9 = (X3 + X3)X1X9 = X1 X




tema 2:

version 12/09/14
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Simplificacién por MK

" Procedimiento de simplificacion:
O Construir el mapa de Karnaugh de la FC

O Cubrir todos los mintérminos con el menor numero
posible de rectangulos de tamano en casillas multiplo
de 2 (1, 2, 4,8, 16...)

e Cada rectangulo se corresponde con un término producto, mas
simple conforme mayor es el rectangulo.

e La EC simplificada sera la suma de los términos producto
obtenidos.

O Si hay don't cares, pueden tomarse como 0 6 1 segun
convenga



Simplificacion por MK

® Estrategias:

version 12/09/14

O Los rectangulos deberan ser lo mayor posible, asi los
términos producto tendran un menor numero de literales.

O Si es necesario, una misma casilla puede ser cubierta
varias veces por distintos rectangulos (para que éstos
puedan ser mas grandes).

O Si una casilla puede cubrirse de distintos modos, empezar
cubriendo aquellas que solo puedan hacerlo de una
manera.

O Las casillas frontera pueden cubrirse junto con las del otro
extremo.
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tema 2:

O Las casillas de las esquinas pueden cubrirse todas juntas.




Simplificacion por MK

f(x3,%,,X1,%0) = 2mM(0,2,6,7,8,9,10,14,15)

version 12/09/14

00 ‘ 01 11 |10 =XpX1 + Xy Xg + X3Xp Xq
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version 12/09/14

fX5,%x1,%,) = 2m(1,3,4,5)

Simplificacién por MK

X1X0
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Simplificacion por MK

flx3,%,,x,%,) = 2m (5,6,8,12,14) + Xd (0,1,2,9,10,11)
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Equivalencia légica vs. algebraica

" Las distintas EC obtenidas al simplificar una misma FC incompletamente
especificada pueden no ser equivalentes entre si.
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flX3,%,,%x,%) = £m (1,3,7,11,15) + 2d (0,2,5)

X1XO X1XO
XX 00 01 11 10 XX 00 - 01 11 10 .
U L Z #I

$ o [|[— [ X — oo | — |[ X IXI —

B S

S 4 5 7 6 4 5 6

'§ 01 — IX X2 01 — )(J X2

'E 12 13 15 14 Xg 12 13 1 14 X3

g 11 X 11 X

S 8 off 1 10 8 oflf 1 10

& 10 X 10 X

E —

(%}

S Xo T 0 TXY

I~ -

-§ fa=%x1X9 + X3 X3 =2m (0,1,2,3,7,11,15) [z =X1Xo + X3%o = 2m (1,3,5,7,11,15)

Q
‘é 3 " Dos ECson equivalentes algebraicamente si representan a la misma FC en todos
SR los puntos del dominio.

" Dos EC son equivalentes l6gicamente si representan a la misma FC en todos los
puntos del dominio para los que esta definida.




Simplificacion por MK

X0 XX, X0 X0) = =m (5,8,9,10,11,18,21,22,24,25,26,27)
= X3X2 T X3X2X1Xg + X4X3X1 X0
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version 12/09/14
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Otros usos de los MK

" Adicionalmente los mapas de Karnaugh pueden usarse
para obtener:
O La SPC de una EC (en forma de suma de productos).
O Una EC minima equivalente a una EC dada.

X, (X1%0) + x1%g

= x(%1 + %o ) + x1%

=>m(3,4,5,6,7)

X0

]
= XpX1 + XpX9 + X1Xg (T ><5 ﬁﬁ

= Xy -+ X1X0



Recapitulacién
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